KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle PandZi¢, 11. predavanje

Prisjetimo se: Schwarzova lema
Nekaje f : K(0,1) — C holomorfna funkcija takva daje f(K(0,1)) C
K(0,1)i f(0) = 0.

Tada je istinita to¢no jedna od sljedece dvije tvrdnje:

1. |f(z)| < |z| zasvakiz € K*(0,1) i |f'(0)] < 1;

2. postoji & € R takav da je f(z) = ez za svaki z € K(0,1), §. f je
rotacija oko 0 za kut a.

Prisjetimo se: jednostavno povezana podrucja
Podrugje (2 C C je jednostavno povezano ako je svaka petlja (za-
tvoren put) u 2 nul-homotopna u Q.

Napomena 1. Neka je () jednostavno povezano podrugje i neka je
f : Q — C holomorfna funkcija bez nulto¢aka. Tada moZemo na Q)
definirati funkciju g(z) = log f(z) sa svojstvom e$(?) = f(z),z € Q.

fz)

Funkcija g(z) je primitivna funkcija funkcije F(zj 1moze se kons-
truirati integriranjem funkcije % po bilo kojem putu od nekog
fiksiranog zg do z.

Da je integracija neovisna o putu slijedi iz ¢injenice da je () jed-
nostavno povezano podrudje i opéeg Cauchyjevog teorema.

Prisjetimo se: Riemannov Teorem o preslikavanju
Neka je () C C jednostavno povezano podrugje razlic¢ito od cijelog
C. Neka je zg € Q.

Tada postoji jedinstven holomorfni izomorfizam F : (3 — K(0,1)
takav da vrijedi

1. F(z9) =0;
2. F'(zp) je pozitivan realan broj.

Napomena 2

Tvrdnja Riemannovog Teorema o preslikavanju ne vrijedi za () =
C. Naime, po Liouvilleovom teoremu, svaka holomorfna funkcija
F : C — K(0,1) mora biti konstanta, pa ne moze biti holomorfni
izomorfizam.

Prosli put smo pomocu Schwartzove leme dokazali jedinstvenost
preslikavanja F kao u teoremu. Sada ¢emo dokazati egzistenciju.

Slijedit ¢emo dokaz koji je na svoju web stranicu postavio Ved V.
Datar:



https:/ /math.berkeley.edu/~vvdatar/m185f16 /notes/
Riemann_Mapping.pdf

Dokaz Riemannovog teorema o preslikavanju koji ¢emo izloziti
bazira se na Montelovom i Hurwitzovom teoremu.

Montelov teorem
Neka je F familija holomorfnih funkcija na podru¢ju () C C. Pret-
postavimo da je familija F lokalno uniformno ogranicena, tj. da za
svaki zp € () postoji otvorena okolina U i konstanta M > 0, tako da
je
If(z)] < M, VfeF,Vzel.

Tada je familija / normalna, tj. svaki niz funkcija iz F ima podniz
koji konvergira lokalno uniformno na ).

Hurwitzov teorem
Neka je () C C podrugje.

Neka je f, : QO — C niz holomorfnih injektivnih funkcija koje
konvergiraju prema F : () — C lokalno uniformno na Q).

Tada je F ili injektivna funkcija ili konstanta.
Dokaz Riemannovog teorema o preslikavanju pomoéu Montelovog

i Hurwitzovog teorema

Neka je F familija funkcija na () zadana sa

F={f:Q— K(0,1) | f je holomorfna i injektivna, f(zp) = 0}.

Trazeni holomorfni izomorfizam bit ée konstruiran maksimizira-
njem |f'(z0)| po f € F.

Lemma 1
Familija F nije prazna, tj. postoji holomorfna injektivna funkcija
f:Q — K(0,1) takva da je f(zo) = 0.

Dokaz Leme 1
Bududi da je Q) # C, postoji a € C \ Q). Tada je z —a # 0 za svaki
z € (L

Bududi da je podrugje ) jednostavno povezano, po Napomeni 1
mozemo definirati holomorfnu funkcija log(z — a), odnosno postoji
holomorfna funkcija [ : (3 — C takva da je

@ — 4 a, Vz € Q.

Funkcija I(z) je otito injektivna (jer je funkcija z — a injektivna).

Stovese, ako su z1, z; razlitite tocke iz ), tada I(z3) — I(z1) nije u
2miZ. Posebno, 1(z) # 1(zg) + 27, Vz € Q.

Tvrdimo da u stvari vrijedi:
Je > 0 tako daje |I(z) — (I(zo) + 27i)| > €, Vz € Q. (1)

Naime, pretpostavimo da (??) nije istina.



Tada postoji niz z, u Q) takav da I(z,) tezi prema I(zo) + 27ti.

Primjenom eksponencijalne funkcije dobivamo da z, konvergira
prema zo.

Funkcija [ je neprekidna pa slijedi da I(z,) tezi u I(zp), ali to je
kontradikcija s tim da I(z,) tezi prema I(zg) + 27ti. To dokazuje (??).

Sada promotrimo funkciju

] 1
1) = 1 =i =2

Prema gornjemu, f je ograni¢ena (s R = %), injektivna i holomor-
fna funkcija na Q; posebno, f : Q — K(0, R).

Ako je f(zp) = a, onda je

flz) = D0

R + |af
funkcija koja je element familije 7. To dokazuje Lemu 1. O
Neka je sada
A = sup |f(z0)|-
feF

Tvrdimo daje A > 0.

Za to dokazati, dovoljno je vidjeti da je f'(z9) # 0 za funkciju f
konstruiranu u dokazu Leme 1.

Kad bi f’(zp) bilo jednako o, onda bi zbog f(zp) = 0, f imala u z
nultoc¢ku reda barem 2.

Po Weierstrassovom pripremnom teoremu, tada bi postojali K(zo, d) C
Qi K(0,e) C K(0,1) takvi da za w € K*(0,€) postoje barem dva z
takva da je f(z) = w, $to je kontradikcija s injektivnosti od f.

Slijedi da je f'(z9) # 0, paje A > 0.

Lema 2

Postoji funkcija F € F takva da je |F'(zg)| = A.

Dokaz Leme 2
Neka je f; niz funkcija u F tako da

lim |f,(20)] = A.

n—oo

Bududi da je |fu(z)| < 1, Montelov teorem povlaéi da niz f,, ima
podniz koji lokalno uniformno konvergira holomorfnoj funkciji F
koja zadovoljava |F(z)| < 11 F(zp) = 0.

Stovige, budu¢i da i derivacije lokalno uniformno konvergiraju,
mora vrijediti |[F/(zo)| = A.

Tvrdimo da F preslikava Q u K(0,1), tj. da je |F(z)| < 1 za sve
z € Q.

Kao prvo, |F/(z9)| = A > 0 povladi da F nije konstanta.

Pretpostavimo da postoji a € () takav da je |F(a)| = 1.



Tada funkcija |F(z)| postiZze maksimum na Q) §to je u kontradikciji
s principom maksimuma modula.

Zato mora biti |F(z)| < 1 za sve z € ), kao §to smo i tvrdili.

Napokon, da dokaZemo da je F € F, jos trebamo vidjeti da je F
injekcija. Ali to slijedi iz Hurwitzovog teorema, s obzirom da F nije
konstanta i da su sve f, injektivne. O

Neka je F funkcija iz Leme 2. S obzirom da je F/(zg) # 0, moZzemo
komponirati s odgovarajuc¢om rotacijom i pretpostaviti da je F’(zo)
pozitivan realan broj.

Tvrdimo da je F traZeni holomorfni izomorfizam.

Ve¢ znamo da je F : O — K(0,1) holomorfna i injektivna, da je
F(zp) = 01idaje F'(z9) pozitivan realan broj.

Po Teoremu o holomorfnom izomorfizmu, dovoljno je dokazati da
je F surjektivno preslikavanje.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji « € K(0,1) takav da je
F(z) #a,Vz € Q.

Pokazat ¢emo da u tom slucaju postoji G € F sa svojstvom |G’ (z)|
|[F'(z0)]-

Ako pronademo takav G, onda dobivamo kontradikciju s izborom
F i dokaz ¢e biti zavrSen.

Najprije za svaki § € K(0,1) promotrimo funkciju

_ Bz
11—z

g K(0,1) — K(0,1), ¥p(2)
Tada je ¢ bijekcija sa K(0,1) na K(0,1); naime, lako se izratuna
da postoji inverz. (U stvari, l[JEl = ¥p.)

Bududi da je ¢ (z) = 0 ako i samo ako je z = a, funkcija ¢, o F
nema nulto¢aka na (), pa je po Napomeni 1 dobro definirana funkcija

log(¢u © F)(2).

Slijedi da moZemo definirati i funkciju
¢(z) = 1/ (Y o F) (z) = e2108(1°F)(@),

Tada je g(zo) = v/, pa funkciju ¢ modificiramo da dobijemo ele-
ment familije F:

G(2) = (Yg(z) ©8)(2)-
Sada je G(zo) = 0. Stovise, G(z) je injektivna funkcija, jer su Wo(z0)
i g injektivne, paje G € F.

Tvrdimo da je
|G'(z0)| > |F'(20); (2)
ako to dokaZzemo, dokaz teorema je gotov.

Da dokaZemo (??), primijetimo najprije da je

F(z) = (§3 ' osoyyl 0 G)(z) = (®oG)(2),



gdje je s(w) = w?, i

&=y, loso ¢;(10) :K(0,1) — K(0,1).
Tada vrijedi
D(0) = (s(y(2 (0)) = ' (5(8(20))) =
i (Yu(F(20))) = F(z) = 0.
Sada Schwartzova lema povlacdi da je
[@(z)| <[z, 1 [@'(0) <L

Stovige, ako bi bilo |®'(0)| = 1, onda bi vrijedilo ®(z) = az za
nekia € C, |a| = 1.

Posebno, ® bi bila injektivna funkcija, ali & ne moze biti injektivna
jer uklju¢uje kvadriranje s koje nije injektivno.

Dakle je |®'(0)| < 1. Slijedi da je
[F'(z0)| = [®'(G(20))G'(z0)| = |®(0)G'(20)| < |G/ (z0)],

¢ime je dokaz Teorema zavrSen.



